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요 약 
 

기하학적 형상들에 대한 더 큰 목표 구조체로의 조립은 다양한 컴퓨터 비전의 응용 분야에서 중요한 
과제로 자리 잡고 있다. 본 연구에서는 이러한 문제를 극도로 낮은 중첩을 가진 기하학적 정합의 문제로 
접근한다. 본 연구의 목적은 형상 조각들의 결합 표면에서 정확한 대응 관계를 찾아내고, 이를 통해 
상대적인 강체 변환을 예측하는 것이다. 이를 위해, 본 연구는 프록시 매치 변환 (PMT), 즉 저비용의 
메모리와 복잡도로 점 구름으로 표현된 부품 조각 간의 신뢰할 수 있는 대응 관계를 생성하는 고차 특징 
변환 레이어를 소개한다. 또한, 우리는 실험을 통해 프록시 매치 변환이 기하학적 조립 데이터셋 (Breaking 
Bad [4])에서 최첨단 성능을 달성함과 동시에, 다른 고차원 특징 변환 방법들보다 더 효율적임을 보인다. 

 
그림 1. 주어진 S-차원 특징 쌍에 대해, 프록시 매치 변환 (PMT)의 내적은 기존의 고차 합성곱 [5]이 
필요로 하는 이차 복잡도와 비교하여 오로지 서브-이차 복잡도만으로 2S-합성곱을 표현할 수 있다. 

 
1. 서론 

형상 조립(Shape assembly)은 부서진 부품 조각들
의 각 위치와 방향을 추론하여 더 큰 목표 구조체
를 구성하는 작업으로, 다양한 컴퓨터 비전의 응용 
분야에서 중요한 과제로 자리 잡고 있다 [1, 2, 3]. 하
지만 그 중요성과 넓은 응용 범위에도 불구하고, 조
립 문제의 복잡함으로 인해 아직 기계학습의 영역
에서 충분히 탐구 되지 못하였다. 이러한 복잡성은 
3 차원 형상의 복잡한 기하학적 구조를 이해하고 정
확한 조립을 위해 형상 간의 신뢰할 수 있는 지역
적 대응 관계(local correspondence)를 찾는 데에서 비
롯된다. 형상 조립에서의 중요한 과제는 결합 표면
(혹은 접합면)을 정확하게 식별하고 각 표면 간의 
지역적 대응 관계를 확인하는 것이다. 기존 방법들
은 이와 달리 객체 조각에 연결된 의미(semantic) 정
보에 의존하였으며, 이는 추가적인 의미 레이블이 
필요하기 때문에 그 응용 가능성이 한정적으로 제
한되었다. 이러한 응용 범위를 넓히기 위해, [4]는 
기하학적 조립 연구를 위해 물리적으로 부서진 객

체를 시뮬레이션한 Breaking Bad 데이터셋을 소개하
며 기하학적 조립 연구의 필요성을 제기하였다. 
그림 2 에서 볼 수 있듯, 기하학적 형상 조립

(Geometric shape assembly)은 노이즈가 많은 대응 관
계의 정확성 향상을 목적으로 두고 있다는 면에서 
고차원 특징 변환을 사용하는 점 구름 정합의 더 
넓은 맥락 내에서 볼 수 있다. 그러나 고차원 특징 
변환과 관련된 이차(quadratic) 복잡도로 인해, 그 사
용은 주로 거친(course) 매치 공간으로 제한되었으며, 
조밀한 점 구름 내 작은 복잡한 파열에 대한 세심

그림 2. 기하학적 형상 조립 과정 
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한 정합이 요구되는 기하학적 조립에는 적합하지 
않다. 
따라서, 이 연구에서는 기하학적 형상 조립 과정

에 있어 세밀(fine) 수준 매칭을 고려하기 위해, 그
림 1 에서와 같이 오로지 서브-이차(sub-quadratic) 복
잡도만으로 기존의 고차 합성곱(high-order convolu-
tion)을 근사하는 고차 특징 변환(high-order feature 
transform) 레이어 프록시 매치 변환(Proxy Match 
Transform; PMT)을 제안한다. 그림 3 에서와 같이, 
PMT 는 거친(course) 수준에서 신뢰할 수 있는 특징 
관계를 먼저 찾은 후, 세밀한(fine) 수준에서 이를 
정제함을 통해 보다 더 신뢰성 있는 조각 간 강체 
변환을 추론한다. 또한, 우리는 PMT가 고차 합성곱
(high-order convolution)을 근사하게 된 배경과 함께, 
근사를 만족하기 위한 두 제약 사항을 소개한다. 

2. 점 구름 매칭을 위한 고차 특징 변환 

기하학적 조립에서 부서진 객체들 사이의 지역

적 대응관계를 분석하는 것은 중요하다; 객체가 서

로 맞닿는 표면, 즉 접합면은 꼭지점, 모서리, 그리

고 표면이 매끄럽게 맞물리는 일관된 기하학적 특

성을 보여야 한다. 이러한 객체 간 접합면의 신뢰성 

있는 위치 관계를 파악하기 위해 모델은 가능한 모

든 특징 대응점의 관계를 분석하고, 공간적으로 일

관된 매치를 정확하게 식별해야 한다. 

매칭과 정합 분야 [5, 6, 7] 및 그 응용 [8]에서, 
매치 신뢰도를 평가하는 주된 접근 방식은 고차 합

성곱을 이용하는 것이다. 이는 미분 가능하며, 이웃 
매치 내의 패턴을 효과적으로 평가할 수 있다. 이 
장에서, 우리는 이러한 고차 합성곱의 개념을 소개

하고, 멀티-헤드 셀프-어텐션(Multi-head Self-Attention; 
MHSA)이 합성곱을 표현할 수 있다는 정리를 통해, 
고차 합성곱에 대한 어텐션 표현을 진행한다 (2.1

절). 그 다음, 프록시 매치 변환(PMT)을 제안하고, 
PMT 가 어떻게 서브-이차 복잡도 만으로 고차 합성

곱을 효과적으로 표현할 수 있는지 보인다 (2.2 절). 
마지막으로, 고차 합성곱 근사를 위한 PMT 의 두 
가지 제약 사항을 설명한다 (2.3 절). 

2.1 고차 합성곱의 어텐션 표현 

고차 합성곱은 더 많은 입력 함수, 특징 맵 또는 

집합을 입력으로 받아 표준 합성곱을 일반화 한다. 

기하학적 조립의 맥락에서, 우리는 두 개의 입력 점 

구름 𝒳 = {𝐱! ∈ ℝ"|𝑖 = 1,… ,𝑁} 와 𝒴 = {𝐲! ∈ ℝ"|𝑖 =
1,… ,𝑁}를 고려하고, 각 점 구름에 연관된 특징 집
합 ℱ𝒳와 ℱ𝒴를 가진 2 차 합성곱에 집중한다. 표기

의 용이를 위해, 우리는 이러한 특징 집합을 행렬 

형태 𝐅𝒳 ∈ ℝ|𝒳|×'!"#로 나타내며, 여기서 𝐷()*은 특

징 임베딩 차원을 의미한다. 이러한 표기는 𝒴에 또

한 동일하게 적용된다. 또한 우리는 각 점 구름의 

두 점 𝐱,	 𝐲 사이의 특징 대응 관계를 𝐂(𝐱,𝐲) ∶= 𝐅𝐱𝐅𝐲0

로 표현한다. 마침내, (𝐅𝒳 , 𝐅𝒴)에 대한 2 차 합성곱은 

커널 𝐾와 함께 다음으로 정의되며: 

 

Conv=𝐅𝒳 , 𝐅𝒴; 𝐊@(𝐱,𝐲) 

∶=				 A 𝐂(𝐧,𝐦)𝐾([𝐧 − 𝐱,𝐦 − 𝐲])
(𝐧,𝐦)∈𝒩(𝐱)×𝒩(𝐲)

, (1) 
 

 

여기서 𝒩(∙)은 이웃 점 집합을 나타내고, 𝐾:ℝ5 →
ℝ의 합성곱 커널은 변위 벡터에서 학습 가능한 가

중치 스칼라로의 매핑 함수를 의미한다. 

한편, [9] 는 특정 조건 하에서의 합성곱과 셀프

어텐션의 관계를 보였다: 
 
정리 (Cordonnier et al., 2020 [9]). 𝐷6 차원의 𝑁6개 헤

드, 출력 차원 𝐷789 , 그리고 𝐷: ≥ 3의 위치 관계 임
베딩(Relative Positional Embedding; RPE)를 가진 멀티-
헤드 셀프-어텐션 레이어는 커널 크기 M𝑁6 ×M𝑁6와 
출력 차원 𝑚𝑖𝑛(𝐷6, 𝐷789)을 가지는 어떠한 합성곱 
레이어를 표현할 수 있다. 
 

이로부터 영감을 받아, 식 (1)의 고차 합성곱을 

마찬가지로 어텐션 기반의 형태로 표현하면 다음과 

같이 표현할 수 있다: 

 

Conv=𝐅𝒳 , 𝐅𝒴; 𝐊@(𝐱,𝐲) 

∶=				 A 𝐂(𝐧,𝐦)𝐾([𝐧 − 𝐱,𝐦 − 𝐲])
(𝐧,𝐦)∈𝒩(𝐱)×𝒩(𝐲)

	 

								= 	 A 𝐀((𝐱,𝐲),:)
(6) 𝐂	𝑤(6)

6∈[=$]

. (2) 
 

 

그림 1 에 나타낸 바와 같이, 2 차 합성곱 (식  

(1)~(2))는 공간적으로 일관된 대응 관계를 명확히 

하고, 각 점 쌍 (𝐱, 𝐲) 	∈ 	𝒳 × 𝒴	 주변의 대응 패턴을 

분석함으로써 그들의 특징 대응 관계 값을 업데이

트한다. 하지만 [5, 6, 7, 8] 에서의 좋은 경험적 성능

에도 불구하고, 2 차 합성곱의 결정적인 한계는 대응 

관계 계산에 있어 입력 해상도에 따른 이차 복잡도 

𝒪(|𝒳| ∙ |𝒴|)를 가진다는 것이고, 이는 훈련 및 추론 

단계 모두에서 상당한 계산 부담을 가중시킨다. 이

것은 큰 공간적 해상도를 필요로 하는 많은 응용을 

제한하며, 특히 기하학적 조립 작업은 정밀한 조립

을 보장하기 위해 특히 고해상도에서의 정교한 매

칭을 요구한다. 

2.2 프록시 매치 변환 (PMT): 고차 합성곱의 
효율적 근사 

이러한 한계를 극복하기 위해, 우리는 프록시 매

치 변환 (Proxy Match Transform; PMT)의 효율적인 고

차 특징 변환 레이어를 도입하며, 이는 오로지 서브

-이차 복잡도만으로 고차 합성곱을 효과적으로 표

현할 수 있다. (𝐅𝒳 , 𝐅𝒴)의 입력 특징 한 쌍이 주어졌
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을 때, 𝑁6개의 헤드를 가진 2 개의 PMT는 𝐅𝒳와 𝐅𝒴 
각각에 대해 다음과 같이 정의되며: 
 

PMT(𝐅𝒳) ∶= A 𝐀𝒳
(6)𝐅𝒳𝐏(6)?𝑤𝒳

(6)

6∈[=$]

, (3) 

PMT=𝐅𝒴@ ∶= A 𝐀𝒴
(6)𝐅𝒴𝐏(6)?𝑤𝒴

(6)

6∈[=$]

, (4) 

 

여기서 𝑤𝒳
(6) ∈ ℝ  은 학습가능한 가중치 스칼라, 

𝐀𝒳
(6) ∈ ℝ|𝒳|×|𝒳| 는 지역(local) 어텐션 행렬을 의미하

고, 𝒴 에 또한 동일하게 적용된다. 그리고 𝐏(6) ∈
ℝ'%&'()×'!"# 는 프록시 텐서이며, 𝐷@ABCD 는 프록시 

텐서의 공간 해상도: 𝐷@ABCD ≪ |𝒳| , 𝐷@ABCD ≪ |𝒴|를 

의미한다. 이 프록시 텐서는 고차 합성곱의 근사를 

위해 아래 조건을 만족한다: 

 

𝐏(6)?	𝐏(6) = 𝐈'!"# , ∀6∈[=$], (5) 

 

중요한 사실은, PMT 레이어는 특징 매칭을 위해 

각 특징 행렬 𝐅𝒳와 𝐅𝒴에 대해 두 개의 독립적인 변

환을 수행한다는 점이다. 이러한 독립에도 불구하고, 

특징 쌍 간의 매칭은 공유 프록시 텐서 𝐏에 의해 

효과적으로 수행된다. 이 프록시 텐서는 특징 간 정

보 교환을 허용하여, 매칭 점수를 포함하는 희소하

고 제한적인 메모리 집약적 특징 대응 관계를 구성

하여 이를 합성곱하는 것을 불필요하게 만든다. 추

가적으로, 𝐅𝒳와 𝐅𝒴에 대해 서로 다른 파라미터 집

합이 사용된다는 것도 주목할 가치가 있으며, 이는 

매칭의 유연성과 적응성을 향상시킨다. 

2.3 고차 합성곱 근사를 위한 제약 조건 

PMT 가 고차 합성곱을 근사할 수 있도록 우리

는 (i) 직교 정규성 제약: if 𝑖 = 𝑗, 𝐏(!)0	𝐏(E) = 𝐈'!"# , 

그리고 (ii) 영(0) 제약: otherwise, 𝐏(!)0	𝐏(E) = 𝟎 ∈
ℝ'!"#×'!"#  의 두 가지 제약 조건을 가정한다. 이

러한 프록시 텐서에 대한 제약 조건들 아래, 두 

PMT 레이어 출력 간의 내적은 고차 합성곱을 효과

적으로 근사한다: 

 
(PMT(𝐅𝒳) ∙ PMT(𝐅𝒴)?)(𝐱,𝐲)

≈ Conv=𝐅𝒳 , 𝐅𝒴; 𝐊@(𝐱,𝐲). 
(6) 

 

학습을 통해 프록시 텐서가 이 두 조건을 만족하도

록, 우리는 프록시 텐서에 대해 두 가지 보조 학습 

목표를 설계한다. 제안하는 직교 정규성 손실 함수 

ℒBAFG와 영 손실 함수 ℒH(AB는 다음과 같다: 

 

ℒBAFG = A 𝛿(𝑖, 𝑗)	(𝐏(6)?𝐏(6) − 𝐈'!"#)
(!,E)∈[=$]*

, (7) 

ℒH(AB = A (1 − 𝛿(𝑖, 𝑗))	𝐏(6)?𝐏(6)
(!,E)∈[=$]*

. (8) 

3. 기하학적 조립 파이프라인 

그림 3 은 기하학적 조립을 위한 제안하는 모델

의 전체 구조를 보여준다. 우리는 GeoTransformer 
[10]와 같은 점 구름 정합 분야의 최근 발전을 기반

으로 하여, 그것의 성능을 최적화하기 위해 두 가지 

그림 3. 기하학적 조립을 위한 프록시 매치 변환 (PMT) 모델 구조. 제안되는 모델은 크게 두 가지 모듈

로 구성되며: (i) 거친 수준에서의 매칭, (ii) 세밀 수준에서의 매칭, 각 모듈은 KPConv-FPN [11]에서 얻은 거

친 수준(coarse-level) 특징과 세밀 수준(fine-level) 특징을 입력으로 사용한다. 
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주요한 개선 사항을 도입한다: (i) 거친 수준 매처를 

PMT 레이어로 대체, (ii) KPConv-FPN [11] 내 하위 2

개 업-샘플링 레이어 뒤 세밀 수준 매처로서의 

PMT 레이어 추가. 보다 자세한 모델 구조의 이해

를 위해, 우리는 독자에게 [10]를 읽을 것을 권한다. 

4.   실험 결과 및 분석 

제안하는 기법의 성능을 평가하기 위해, 우리는 

Global [12], LSTM [13], DGL [14], NSM [15]과 같은 학

습 기반 형상 조립 기법들과의 종합적인 비교를 수

행한다. 처음 세 가지 방법은 [4]의 이전 연구에서 

비교군으로 사용된 의미론적 형상 조립 모델이다. 

그리고, NSM [15]은 기하학적 조립을 위한 현존하는 

유일한 학습 기반 모델이다. 마지막으로, 우리는 점 

구름 정합의 최첨단 기법인 GeoTransformer [10]와의 

비교를 수행한다. 

우리는 NVIDIA GeForce RTX 3090 의 단일 GPU 

환경에서 동일하게 모든 실험을 진행하였고, ADAM 

최적화 [16]와 1 × 10I"의 학습률로 300 에폭을 반

복하였다 (GeoTransformer [10]의 경우 발산을 피하

기 위해 학습률을 1 × 10IJ로 설정). 또한 객체 간 

점 밀도를 균일하게 하기 위해 우리는 목표 구조체

에서 5,000 개의 점을 샘플링 하고, 각 부품의 부피

에 비례하여 각 샘플 점 개수를 할당하였다. 

우리는 Breaking Bad [4] 데이터셋의 everyday 및 

artifact 하위 집합에서 우리의 기법을 평가하고 

경쟁 기법들과 비교한다. 표 1 은 이에 대한 양적 

결과를 보여주며, 우리의 기법이 데이터셋의 두 하

위 집합 모두에서 모든 비교군들을 일관되게 능가 

 

함을 보여준다. 또한, 그림 4 에서 우리는 PMT 를 

포함한 모든 기법들에 대한 질적 결과를 제공한다. 

가장 왼쪽 열에서 나타나듯 모든 기법들은 입력으

로 점 구름 쌍을 사용하며, 우리는 더 나은 시각화

를 위해 나머지 결과들을 메쉬를 사용하여 나타냈

다. 

5. 결론 

우리는 이전의 계산 집약적 고차 합성곱의 효율

적인 근사를 위해 설계된 새로운 저복잡성 고차 특

징 변환 레이어 프록시 매치 변환(PMT)를 제안한다. 

이는 복잡한 기하학적 특징 대응 관계 분석의 성능

을 크게 발전시키면서 동시에 이에 대한 계산 비용

을 줄인다. 하지만, 이러한 기하학적 조립에서의 뛰

어난 성능에도 불구하고 PMT 는 현재 2 개의 객체

만을 조립하는 쌍대 조립에 중점을 두고 있기 때문

에, 향후 다중 부품 조립의 영역으로 문제를 확장하

여 연구될 필요가 있다. 
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